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摘  要：边坡稳定性分析时通常将应力条件简化为平面应变状态，采用三轴试验强度计算出的边坡稳定性偏于保守。在充分

考虑中主应力物理含义及力学机制的基础上，将 Mises 屈服准则与 Mohr-Coulomb（简称 M-C）内切圆屈服准则进行匹配，

得到了平面应变条件下土体屈服破坏时中主应力的理论修正关系，进而也得到了该条件下最大主应力与最小主应力的比值关

系，从理论上证明了该比值关系是与土体平面应变破坏时内摩擦角成一定关系的常数，也在平面应变试验中得到了验证，从

侧面反映出中主应力理论修正关系的合理性。由上述两种关系建立了土体平面应变破坏条件下的应力路径，结合 Lade-Duncan
强度准则，建立了平面应变条件下强度参数与三轴试验试验条件下强度参数转换公式，由该转换公式得到的平面应变条件下

的强度参数与平面应变试验实测值误差在 2%左右，大幅缩小了三轴试验实测值与平面应变试验实测值的误差。在均质边坡

稳定分析中分别采用常规三轴试验强度值与由公式转换得到的平面应变强度值进行计算。研究结果表明，三轴试验条件下内

摩擦角为 10°～20°之间时，基于两种强度参数得出的安全系数相差不大；当三轴试验条件下内摩擦角大于 20°时，平面应

变条件下安全系数较三轴试验条件下提高 19%左右，但该成果只在文中计算案例有效，两者误差的准确关系还有待于进一步

研究。值得关注的是，由于平面应变条件下土体强度变大，边坡的临界滑面深度变浅了，其形态相应变陡。 
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Abstract: Usually, stress state of the soil is replaced by plane strain state when slope stability is analyzed, which leads to conservative 
results adopting triaxial tests. Based on fully considering the physical meanings and mechanisms of the intermediate principal stress, 
this paper proposes a modified relationship of intermediate principal stress in plane strain state when soil approaches ultimate strength 
making. Mises strength criterion identical to the circle internally tangent to M-C strength criterion, and we further derive the ratio of  
maximum principal stress to minor principal stress, which is a constant associated with internal frictional angle under plane strain 
state. The ratio has been proved by tests, which demonstrates the modified relationship of intermediate principal stress is reasonable. 
Based on the ratio and the modified relationship, the stress path under plane strain state is derived. Combined with Lade-Duncan 
strength criterion, the strength formula transformation between plane strain state and triaxial state is established. Then, comparisons 
between internal frictional angle derived from plane strain experiment and strength formula transformation show that the errors 
between the two frictional angle are only about 2%, which largely decrease the errors caused by triaxial test. Two different strength 
parameters, one of which is derived from triaxial test and another of which is derived from strength formula transformation, are used 
to evaluate the stability of a homogeneous slope. The results show that, when the internal friction angle in triaxial test state is between 
10°-20°, the difference of safety factor based on the two different strength parameters is small; if it beyond 20°, the safety factor in 
plane strain state is about 19% larger than that under triaxial state. However, the results are only effective in this study, a further study 
is needed. Furthermore, the critical slip surface depth becomes shallower and shape becomes steeper with larger strength of soil under 
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plane strain state. 
Key words: slope; safety factor; intermediate principal stress; plane strain; triaxial test; strength criterion 
 

1  引  言 
通常情况下边坡处于平面应变状态

[1－2]
。极限

平衡法是边坡稳定分析中最为重要的一种分析方

法，土体强度一般采用 M-C 准则，由于其参数是基

于三轴试验得出的，不能很好反映中主应力对土体

强度的影响。大量的试验结果表明，平面应变条件

下砂土峰值强度的内摩擦角比三轴试验试验高

2°～8°。相应地，土体破坏时的毕肖甫（Bishop）
应力参量 0.25b  ～0.35[1]

。 
如何确定平面应变条件下中主应力进而得出合

理的土体强度，对于正确评价边坡稳定性非常关键。

张常光等
[3]
、陈秋楠等

[4]
采用  2 1 3 / 2     作为

土体屈服时的中主应力，明显偏大
[1]
。张健等

[5]
假

定  2 1 3     作为中主应力，与实际破坏情形

的符合度较差
[6]
。江强等

[7]
采用 2 1 3   缺乏合

理的物理依据及确切解释。 
本文在充分考虑中主应力物理含义及力学机制

的基础上，对邓楚键等[2]提出的中主应力进行了理

论分析，给出了基于笔者分析的中主应力的一个修

正关系，并得到了该中主应力与大、小主应力的关

系，进而得到了土体破坏时的应力路径。同时，结

合 Lade-Duncan 强度准则，建立了三轴试验条件下

与平面应变条件下土体强度的转换公式，将其运用

到边坡稳定性分析中，研究了平面应变条件下与三

轴试验条件下安全系数的差距。对比分析结果表 
明，基于中主应力修正关系基础上的边坡稳定分析

是合理的。 

2  中主应力的理论修正 
2.1  理论修正关系 

李广信等
[8]
认为，土体一般处于平面应变状态，

而且很多情况下 2 个主动主应力往往还近似为比例

加载。研究土体在平面应变状态和等应力比应力路

径下的应力-应变规律，对于深化这类工程问题中土

体强度变形特性的认识具有一定的意义。在平面应

变条件下 0 应变方向的主应力即可能是中主应力，

也可能是大主应力或小主应力。实际上只有土体在

接近破坏状态时，0 应变方向主应力才是中主应力。

当应力比 R 较小时，主应力之间保持为线弹性关

系，此时 0 应变方向主应力为小主应力，可以用泊

松比直接确定；当应力比R 较大时，土体进入弹塑

性状态，此时 0 应变方向主应力即为中主应力，但

确立起来就相当困难
[6]
。相比之下，土体在达到破

坏应力比情况下，0 应变方向中主应力大多采用特

定应变路径（ p p0,  d 0   ， p 为平面应变方向上

的应变）来确定，包括邓楚键等
[2]
基于广义 Mises

提出的 0 应变方向主应力。 
广义 Mises 准则表达为 

1 2 0F a K   I J          （1） 

式中： 1I 、 2J 分别为应力张量第一不变量和应力偏

张量的第二不变量； a、K 分别为与岩土材料内摩

擦角 和黏聚力 c 有关的常数。 
按照岩土塑性理论得到与广义 Mises 准则相联

系的流动法则为  

p

2

d d d
2

ij
ij ij

ij

sF a   


 
      J

      （2） 

在平面应变条件下， d d d 0z xz yz     ，设

在屈服时弹性应变不变，可得
p p pd d dz xz yz     0 ，

由式（2）可得 

p
2

p
2

p
2

d d /(2 ) 0 

d d /(2 ) 0

d d /(2 ) 0

z z

xz xz

yz yz

a S

S

S

 

 

 

     
    


     

J

J

J

     （3） 

则 

2 22 ;  0z xz yzS a S S S    J       （4） 

2 2 1 / 3S   I             （5） 

由此 

   

   
   

1 2 1 3 2

2 2 2
2
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1 3 2
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2 2
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I J J
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（6） 
将式（6）代入式（1），可得 

  21 3
1 32

3 / 1 3 0
22 1 3

a k a
a

 
 


    


 （7） 

邓楚键在此将式（7）对应 M-C 内切圆屈服准

则进行匹配，但其并未考虑到 0 应变方向主应力

2 2 1 / 3S I   对内摩擦角 的影响，本文为了考虑
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该应力对土体破坏时的内摩擦角 的影响，将其修

正为 p （平面应变破坏时的内摩擦角），可得 
2

p p

2
p

tan / 9 12 tan  

3 / 9 12 tan

a

K c

 



  


  
       （8） 

将式（8）、（6）代入式（5），可得 

   31
2 p p1 sin 1 sin

2 2


          （9） 

对于黏性土，可以通过坐标平移与无黏性土统

一，其关系式为 

0 ,   ( 1,2,3)i i i            （10） 

式中： 0 为黏聚应力。 

0 tcotc              （11） 

式中： c 为三轴试验条件下黏聚力； t 为三轴试验

内摩擦角。 
由 M-C 准则可知， 

p1

p3

1 sin
1 sin








           （12） 

将式（12）代入式（9），可得 

2 p 1 3cos             （13） 

当黏聚力 c 为 0 时，公式自动退化为无黏性土。 
由式（12）可知 

p
p

p

1
arcsin

1
R
R


 

    
         （14） 

式中： p 1 3/R   。 
由此可得毕肖普常数b  

p pp 1 3 32 3

p1 3 1 3

cos 1cos
1

R
b

R
    

   


  

 
 

（15） 
2.2  基于试验结果对比的分析 

本文选取李广信等[7]承德中密砂平面应变试验

进行对比。该试验首先将试样各向等压分别加载固

结到 100、200、300、500 kPa，然后令小主应力 3
保持常数，继续施加偏差应力进行剪切，直至破坏。

由图 1 可以看出，各试样接近破坏时 1 3/ 4.6   ，

0 应变方向的主应力均为中主应力。试样未达到破

坏时，在同一 1 3/  情况下常数b 离散较大；当试

样达到破坏状态时，各试样常数 b 非常接近，为一

常数，可见同种土体在平面应变条件下，土体破坏

由 p 1 3/R   控制。结合式（14）、（15）可知，由

本文推导出的常数b 最终也由 p 1 3/R   控制，表

明本文使用的 0 应变方向主应力的合理性。通过与

试验对比发现，在土体未达破坏情况下，修正的中

主应力与实际值相差较大；当土体接近破坏时修正

的中主应力与实际值接近。这也反映出由本文提出

的修正的中主应力可以正确预测土体在平面应变条

件下破坏时的中主应力。 
 

 
图 1  Bishop 常数-应力比关系( 3 =常数)[7] 

Fig.1  Relationships between Bishop constant 
 and stress ration ( 3 =constant)[7] 

3  基于中主应力理论修正关系条件下

的土体强度参数 

基于中主应力修正关系得到了土体破坏条件下

该中主应力与大、小主应力之间的关系，从而得到

了破坏条件下的应力路径，考虑到 Lade-Duncan 强

度准则能够正确反映不同应力路径条件下土体强

度，本文选取 Lade-Duncan 强度准则作为判断土体

破坏的依据。 
3.1  Lade-Duncan 强度准则 

Lade 和 Duncan 根据砂土的真三轴试验结果整

理得出 Lade-Duncan 强度破坏准则，为了能够反映

c  材料，通过引入黏结应力 0 对其进行修正[9]： 
3

1 3 Lade/I I K             （16） 

式中： 3I 为应力第三不变量，且 

1 1 2 3

3 1 2 3

 I

I

  

  

   


 
          （17） 

3.2  平面应变条件下的强度参数 
考虑在三轴试验条件（ 1 2 3    ） 平面 L-D

线与 M-C 线重合，   3
Lade t t3 sin / 1 sinK       

 2
t1 sin 为常数。 

平面应变条件下： 

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

1 2 3 4 5

100
200
300
500
理论值

1 / 3 

B
is

ho
p
系
数

b 

理论曲线: 中主应力按式（13）计算 2 p 1 3cos   

文献[7]试验数据 

固结压力/ kPa 
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1 1 p 1 3 3cosI              （18） 

3 p 1 3 1 3cosI              （19） 

结合式（16）可得 

 31/ 2 1/ 2
p p p Lade pcos cosR R K 


      （20） 

结合式（12）可得 

1/3 4 / 3 2
Lade p pcos cos 2 0K          （21） 

中主应力对黏聚力的影响，从试验与理论方面

的研究都相对较少。本文为了计算方便，假定 0 保

持不变的基础，即 

0 p pcotc              （22） 

式中： pc 为破坏条件下对应的黏聚力。 
进行公式转换，可得 

p t pcot / cotc c             （23） 

3.3  强度公式的试验验证 
为了验证本文提出的平面应变强度准则的合理

性，选取了 2 组平面应变抗剪强度试验对比。 
文献[10]选取 0 0.68e  的 Toyoura 砂进行了常

规三轴试验和平面应变试验，实测三轴条件下，   
40°，平面应变条件下， p 44.5°。文献[11]同样

选取 Toyoura 砂进行了试验，但密度相对文献[10]
略大， 0 0.66e  。实测的三轴条件下，  41°，

平面应变条件下， p 46°。文献[12]则选取 2Q 原

状黄土进行了试验。三轴试验和平面应变实测的

  21.6°， p 25°。文献[13]选取了小浪底土心

墙土料（前苇园和西河清两料场）进行了试验，前

苇园土料级配为砂粒 25%，粉粒 63%，黏粒 12%。

西河清土料与之相对分别为 23%，60%和 17%。前

苇园三轴试验结果  31°，平面应变条件下 p 为

34°，西河清三轴试验结果  30.2°，平面应变试

验结果  36.4°。本文采用相对误差的方式进行误

差评估，并将其与本文理论值进行对比，其计算公

式为 

pe

pe

| |
,   ( , )ie i p t

 



          （24） 

式中： pe 为实测平面应变内摩擦角。其结果见表 1。 
通过对比不难发现，由本文提出的理论值与 

实测值最小误差为 0，最大误差仅为 4.6%，平均误

差为 2.2%。相比之下，三轴试验条件下最小误差为

8.8%，最大误差为 17.0%，平均误差为 12.8%。提

高精度在 10%左右。 

 
表 1  不同土体摩擦角 

Table 1  Friction angle of different soil types 

材料名称 
平面应变 
条件下 

pe / (°) 

三轴试验条件下 计算值 

t / (°) 
误差 
/ % p / (°) 误差 

/ % 

Toyoura 砂[10] 44.5 40.0 10.1 44.99 1.1 

Toyoura 砂[11] 46.0 41.0 10.9 46.00 0.0 

2Q 原状黄土[12] 25.0 21.6 13.6 24.75 1.0 

前苇园心墙土料[13] 34.0 31.0  8.8 35.56 4.5 

西河清心墙土料[13] 36.4 30.2 17.0 34.70 4.6 

 

施维成等
[14]

选取双江口粗粒土进行不同围压

条件下的三轴试验和平面应变试验。其粒径分布为

10～5 mm 的颗粒占总质量的 70%，粒径小于 5 mm
的颗粒占总质量的 30%，试样未 120 mm 60 mm  
12 mm 的长方体。分别进行 3 为 100、200、300、
400 kPa 的三轴试验和平面应变试验，将其试验结果

与本文理论值进行对比，见表 2。 

 

表 2  3常数的粗粒土理论值与试验结果对比 
Table 2  Comparison between test and theory on the same 

coarse-grained soil under different 3 

材料 
名称 

3  
/ kPa 

平面应变 

pe / (°) 

三轴试验 本文理论倾角值 

t  
/ (°) 

误差 
/ % 

p  
/ (°) 

误差 
/ % 

粗粒土[14] 

100 60.3 56.4 6.47 60.8  0 

200 55.9 53.0 5.19 57.7 3.2 

300 54.3 51.0 6.08 55.8 2.7 

400 52.3 49.4 5.54 54.3 3.8 

 

由表 2 可知，本文理论与平面应变试验实测值

误差在 2%或 3%左右，而三轴试验与其误差都在 5%
以上，可见本文理论的合理性，并且在一定程度上

也反映出土体平面应变条件下破坏大都由破坏应力

pR 比控制这一情况。 
通过 2 组试验的对比发现，中主应力为 pcos   

1 3  时，结合 Lade 准则反映的内摩擦角与试验

值极为接近，说明由本文提出的平面应变强度公式

可以正确反映真实平面应变强度。 
考虑到 2 p 1 3cos    情况下 p 为非线性方

程，对理论应用于实际造成了一定的困难。而通过

对该条件下理论值进行二次多项式拟合后，其拟合
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函数为 
2

p t t0.002 5 1.223 6 0.118 8         （25） 

 

 

图 2  修正中主应力关系的线性转换 
Fig.2  Linear transformation of modified relationships  

of intermediate principal stress 

 

与理论值相关性为 1，拟合度非常高（见图 2），
因此，可以将其作为平面条件与三轴试验条件内摩

擦角 的转换公式，同时得到对应的 pc 。 

4  边坡稳定计算对比 
4.1  边坡条件 

重度  25 kN/m3，c  20 kPa，设边坡高 50 m，

坡顶距左边界为 125 m，坡脚距右边界为 75 m，如

图 3 所示。 
 

 

图 3  计算模型 (单位: m) 
Fig.3  Computational model (unit: m) 

 
4.2  计算方案 

分析 3 组坡角  30°、45°、60°情况下的

边坡稳定性。采用中国水科院 STAB 软件中 spencer
法进行计算，分别采用三轴试验强度参数及与之对

应的平面应变强度参数进行对比分析。 
4.3  计算结果 

计算结果如图 4 所示。通过分析对比发现，三

轴试验条件下，当内摩擦角在 10°～20°之间时，

边坡稳定性性计算结果较与之对应的平面应变条件

下计算结果相差不大；当内摩擦角大于 20°时，两

者相差在 19%左右。对比结果仅适合本例，并不具

有普适性，边坡稳定性计算过程中由于采用这两种

不同强度参数导致的计算差距还有待于进一步研

究，并且，通过计算发现不同强度参数下对应的临

界滑面形状及深度会有所改变，以坡角 45°情况为

例（见图 5），不同强度参数下（本文通过不同内摩

擦角分别为 20°、30°、40°、50°、60°及各自对

应的平面应变条件下强度参数）的临界滑面，其形

状和深度会随内摩擦角的增加而变陡和变浅，与文

献[15]研究成果基本一致，也就意味着平面应变条

件下由于内摩擦角较三轴试验条件下大，由计算搜

索的临界滑面较三轴情况下深度变浅，形状变陡，

其计算结果并不与两种条件下强度比值有关系。 

 

 

       (a) 坡角 = 30° 

 

 

     (b) 坡角 = 45° 

 

 
      (c) 坡角 = 60° 

图 4  边坡稳定性对比 
Fig.4  Comparison of safety factors of slope  

y = -0.002 5x2 + 1.223 6x - 0.118 8 
R2 = 1 
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图 5  不同强度参数下的临界滑面位置 

Fig.5  Locations of critical slip surface under different 
strength parameters 

 

本文计算结果与赵衡等
[16]

计算得出的差距

15%较为接近，也从侧面反映由提出的平面应变条

件下边坡稳定性计算方法的合理性。 

5  结  论 
（1）在边坡工程中，土体应力条件可简化为平

面应变状态。常用的三轴试验强度参数低估了土体

实际强度，导致计算结果偏于保守，造成一定的经

济浪费。本文提出的边坡稳定性计算方法充分考虑

了平面应变条件下中主应力对土体强度的影响，建

立了合理的平面应变条件下边坡稳定性评价方法。 
（2）建立在修正中主应力上的边坡稳定性分

析，采用了更为接近实际情况的土体强度参数（较

三轴试验强度参数大），由此计算得出的临界滑面的

形状变陡了，深度变浅了。 
（3）三轴试验条件下，内摩擦角低于 20°时，

采用三轴强度参数与平面应变强度参数计算得到的

边坡稳定系数相差不大；当内摩擦角大于 20°时，

采用平面应变条件下强度参数计算得出的边坡稳定

系数较采用三轴强度参数得出的边坡稳定系数大

19%左右，这一结果只限于本计算案例。在边坡稳

定分析中，由于采用三轴强度计算导致的与实际平

面应变条件下的误差还有待于进一步研究。 
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